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My Main Uses of GLMM To Date

¥ Flexible longitudinal data analysis.

¥ Interpretable classiÞcation in
data mining.

2

USE 1 Flexible longitudinal data analysis
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!0.5 0 0.5 1 1.5

posterior mean: 0.461
95% credible interval: 

(!0.0913,1.01)
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Series  x[[plot.ind]][, j]

!0.15 !0.1 !0.05 0 0.05

posterior mean: !0.0364
95% credible interval: 

(!0.0924,0.0128)
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posterior mean: 0.39
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Series  x[[plot.ind]][, j]

!1 0 1 2

posterior mean: 0.418
95% credible interval: 

(!0.247,1.11)
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Series  x[[plot.ind]][, j]

!2 !1 0 1 2

posterior mean: !0.103
95% credible interval: 

(!0.852,0.649)
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Series  x[[plot.ind]][, j]

0 0.5 1 1.5

posterior mean: 0.838
95% credible interval: 

(0.432,1.28)
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Series  x[[plot.ind]][, j]

0 5 10 15

posterior mean: 1.64
95% credible interval: 

(0.361,4.43)
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Tricking Mixed Models to do Smoothing

yi = β0 + β1x i +
K!

k =1

u k (x i − κk )+ + εi
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A: u k Õs Þxed B: u k i.i.d. N (0, σ2
u )
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Exponential Family Models

name canonical link b(η) c(y , φ) φ

Bernoulli η = logit(µ ) log(1 + e! ) 0 1

Poisson η = ln(µ ) e! − ln(y !) 1

N (µ, σ2) η = µ η2/ 2 (y 2/ σ2 − ln(2πσ2))/ 2 σ2

9

Exponential Family GLM

log p(y; βββ, φ) = { yT Xβββ − 1T b(Xβββ)} / φ + 1T c(y, φ)

GLMM Extension

log{ p(y|u)} = { yT (Xβββ + Zu) − 1T b(Xβββ + Zu)} / φ

+1T c(y, φ)

u ∼ N (0, G)

10

What Do My Z and u Look Like?

Z =

"

#
random

$
$
$
$
$
$ spline

intercept
$
$
$
$
$
$ basis

indicators
$
$
$
$
$
$ functions

%

&

Cov(u) =
'

σ2
U I 0
0 σ2

u I

(

σ2
U = controls between-subject variability

σ2
u = controls amount of smoothing in estimation of mean

11

Explicit Representation of Z

Z =

"

)
)
)
)
)
)
)
)
)
#

1 ááá 0 z1(age11)+ ááá zK (age11)+
... . . . ... ... . . . ...
1 ááá 0 z1(age1n 1

)+ ááá zK (age1n 1
)+

... ... ... ... . . . ...
0 ááá 1 z1(agem 1)+ ááá zK (agem 1)+
... . . . ... ... . . . ...
0 ááá 1 z1(agemn m

)+ ááá zK (agemn m
)+

%

*
*
*
*
*
*
*
*
*
&

12



Geostatistical Extension

RESPONSE y =
+

1 lung cancer
0 other cancer

MODEL

P (yi = 1) = β0 + β1former.smokeri + β2current.smokeri

+f (agei ) + g(longitudei , latitudei )

13

!70.7 !70.6 !70.5 !70.4 !70.3

41
.5

0
41

.5
5

41
.6

0
41

.6
5

41
.7

0
41

.7
5

41
.8

0

lung cancer cases

degrees longitude

de
gr

ee
s 

la
tit

ud
e

!

!

!

! !!

!

!
!

!

!
!!

!

!

!!
!

! ! !
!

!

!

! ! !

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!
!
!

!

!

!!

!!
!!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!!
! !

!

!

!
!!

!

!

!

!!

!

!!
!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

! !

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

! !

! !
!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

! !

!

!

!

!
!

!
!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!
!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!
!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!
!

!

!

!

!

!
!

!

!

!
!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!!

!!

!!

!

!
!

!
!

!!

!

!

!
!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!
!

!!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

! !

!!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

! !

!

!
!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

former smoker
current smoker
non!smoker
missing

14

! 70.7 ! 70.6 ! 70.5 ! 70.4 ! 70.3

41
.5

0
41

.5
5

41
.6

0
41

.6
5

41
.7

0
41

.7
5

41
.8

0

other cancer (controls)

degrees longitude

de
gr

ee
s 

la
tit

ud
e

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

! !

!

!

!

!!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!
!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!
!

! !

!

! !!

!

!

!!

!

!

!
!

!

!

!

!
! !

!

!
!

! !!

!

!

!

!
!!

!

!
!!

!

!

!

!

!!!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!!

!

!

! !

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

! !

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

! !

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!
! !

!

!

!

!

!

!

!

!

!

! !

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!
!

!

!!

!
!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!
! !

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!!
!

!

!
!

!
!

!

!

!!

!

!
!!

!

!

!!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!
!

!
!

!

!!!!

!

!

!

!

!

!
! !
!

!

!

!
!

!

!
!

!

!

!
!

!!

!

!

!

! !

! !!

!

!

!

! !

!

!
!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!! !

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

! !
! !

!!

!

!!

!

!
! !

!

!
!!!

!!

!

!

!

!

!

!
!!

!

!

!

!

!

!

! !
!

! !

!

!
!!

!

!
!

!

!

!

!

!! !!

!

!

!!!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!
!!!!!! !! !!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

! !

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

! !!

!

!

!!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

! !

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!
!

!
!

!

!

!

!

!
!

!

! !
!

!

!

!

!

!!

!!

! !

!

!

!!

!

!

! !

!!
!

!

!

!
!

!

!

!! !

!

!

!
!

!

!

!

!
!

! !

!

!!!

!

!

!
!

!

!

!

!

!! !
!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!
!

!
!

!

!

!!

!!

!

! !

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!
!

!!

!

!

!

!

!

!
!

!

!
!

!
!

!

! !

!

!

!
!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!!!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

! !!!
!

!

!
!

!

!

!!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!
!

!!

!
!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!
!

! !

!

!
!

!!
!

!

! !

!

! !

!

!

!

!
!

!!

!

!

!
!

!

!

!!!!

!

!

!
!

!

!!

!

!

!

!

!

! !

!

!
!

!

!
!

!
!

!
!

!

!

! !

!

!

!

!

! !

!

!

!

!

!

!

!
!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!!
!

!

!

!

!
!

!!

!

!

!
!!!

!
!

!

! !
!

!!

!

!

!

!

!

!!

!

!

! !

!

!!

!

!

!

!

!
!

!

! !

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!
!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

! !
!

!

!

!!

!

!

!
!

! !
!

!

!

!!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

! !
!!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!!!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!
!

!
!!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!
!

!

!

!

!

!

!

!!!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!!
!

!

!

!
!

!

!

!
!

!

! !!!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!
!!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

! !

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!
!

!

!!

!

!

!

!
!

!

!
!

! !

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

! !
!

! !

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

! !

!!

!

!

!
!

! !
!

!

!

!

!

!! !

!

!

!

!

!
!

!
!

!

!

!
!

! !
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!
!!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!!!

!
!!

!
!

!

!
!

!

!

!

!

!
!

! !

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!
!

!

!

!

!
!!!

!

!
!
!

!
!

!!
!

!
!

!

!!
!!

!
!

!!
!

!
!

!

!

!

!

!

!
!

!

!
!!

!

!!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

! !

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

! !

!

!!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!!!

!

!
!

!

!!!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!
!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!! !

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!
!

!!

!!

!

!

! !

!!!
!

!

!

!

!

!
!!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

! !
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

! !!

!
!

!

!

!

!

!

! !

!

!

!

!
!

!

!

!

!
!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

!!

!

!

!

!

!!

!

!

!

! !

!!

!!

!

!

!

!

!
! !

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!
!

!

!

!
!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!
!!

!!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!!
!

!

!!

!

!

!

!

!
!

!! !
!

!

!
!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!!

!

! !

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!

!

!
!

!

!
!
! !

!

!

! !

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

! !

!

!

!

!

!

!

!

!!!
!
!

!
!!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

! ! !!

!

!

!

!

!! !

!

!

!

!

!
!

!

!

!

! !

!

!

!

!

!

!

!
!!

!

!

!

!

!

!

!

!!!

!

! !

!

!

!!

! !

!
!!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
!

!
!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
! !

!

!!!!!

!

!

!

!
!
!

!
!

!!

!

!
!

!

!
!

!

!

!

!
!!

!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!
!

!

!
!
!

!

!

!

!
! !

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

! !

!

!
!

!

!
!

!
!

!

!
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

former smoker
current smoker
non! smoker
missing

15

! 70.7 ! 70.6 ! 70.5 ! 70.4 ! 70.3
41

.5
5

41
.6

0
41

.6
5

41
.7

0
41

.7
5

41
.8

0

odds ratio (relative to geometric average)

degrees longitude

de
gr

ee
s 

la
tit

ud
e

16



USE 2 Interpretable classiÞcation in data mining.
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Spam Filtering Example

y =
+

1 e-mail message is spam
0 e-mail message is normal

But there are 57 candidate predictors!

freq-make freq-credit freq-addresses freq-pm
freq-address freq-your freq-free freq-direct
freq-all freq-font freq-business freq-cs
freq-3d freq-000 freq-email freq-meeting
freq-our freq-money freq-you freq-original
freq-over freq-hp freq-415 freq-project
freq-remove freq-hpl freq-85 freq-re
freq-internet freq-george freq-technology freq-edu
freq-order freq-650 freq-1999 freq-table
freq-mail freq-lab freq-parts freq-conference
freq-receive freq-labs freq-$ freq-;
freq-will freq-telnet freq-hash freq-(
freq-people freq-857 capital-run-length-average freq-!
freq-report freq-data capital-run-length-longest freq-[
capital-run-length-total

19
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Maximum Likelihood Estimation

Likelihood is:

L (βββ, G, φ) = p(y; βββ, G)

=
,

Rq
p(y, u) du

=
,

Rq
p(y|u)p(u) du

= (2π)−q/ 2|G|−1/ 2
,

Rq
exp[{ yT (Xβββ + Zu) − 1T b(Xβββ + Zu)} / φ

+1T c(y, φ) − 1
2u

T G−1u} ] du

= intractable integral

21

Issues SpeciÞcto My Use of GLMM

¥ The dimension of the intractable integral corresponds to
number of spline basis functions.

¥ For univariate smoothing this is about 20Ð30.

¥ But for bivariate smoothing it could be 100Ð150.

¥ For the data mining stuff the number of variance components
can be large. In the spam example there are about 40 variance
parameters.

¥ So the spam GLMM is quite big in terms of parameters and
speed becomes an issue.

! ! !
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